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We study a spectral problem for a class of Schro dinger operators L=H+V,
where H is the Laplacian with a homogeneous magnetic field in R2 and V is a
certain scalar potential. The spectrum of L consists of clusters of eigenvalues
[(2n+1) B++n, m]m _ [(2n+1) B+’n, m]m . [+n, m]m and [ &’n, m]m are two
positive decreasing sequences, with cannot accumulate except in zero. The main
result of the work is to derive asymptotic expansion if +n, m , as *n  +, uniformly
in An=[m # N*m *n # [:, ;]], (0<:<;<1), and link the coefficient of such
expansion to a certain transform of V. As a corollary we get explicit formulae of the
Weinstein band-invariants of cluster distribution measures.  1998 Academic Press
0. INTRODUCTION
On introduit dans R2 le champ magne tique constant w de module B
de fini par:
w=d:=B dx 7 dy (B>0)
ou
:= 12 (x dy& y dx) (le choix de la jauge).
L’ope rateur de Schro dinger H associe a w est de fini par:
H=\1i
d
dx
+
B
2
y+
2
+\1i
d
dy
&
B
2
x+
2
.
C’est un ope rateur auto-adjoint de domaine contenu dans H 2Loc(R
2). Son
spectre est la suite [*n=(2n+1) B]. La multiplicite de chaque *n est infinie.
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On se donne un potentiel radial V de fini par:
V(x)= f ( |x|2) (\x # R2) (1)
ou f # C(R+, R).
On suppose qu’on a les estimations suivantes:
(E1): {\k # N
2, il existe Ck>0 tel que
|V (k)(x)|Ck(x) &s&k (\x # R2)
(E2): {il existe C # ]0, 1[ tel que&V&CB
avec (x)=(1+|x|2)12 et s # ]0, 1[.
Supposons qu’on ait e crit le spectre de L=H+V autour de *n (la nie me
valeur propre de H) sous la forme [*n++n, m]m _ [*n+’n, m]m ou [+n, m]m
et [&’n, m]m sont deux suites de croissantes positives qui ne peuvent e ventuelle-
ment s’accumuler qu’en ze ro. On s’inte resse au comportement asymptotique
des +n, m quand *n tend vers l’infini, uniforme ment sur l’ensemble An=
[m*m*n # [:, ;]] avec 0<:<;<1. On obtient un re sultat analogue a
celui obtenu dans le cas du laplacien sur la sphe re, par Colin de Verdie re
[CV] et Gurarie [Gu1; Gu2] et dans le cas de l’ope rateur de Sturm Liouville
sur [0, 1] par G. Borg [Bo]. Rappelons brie vement le contenu de [Gu1]. Le
spectre du laplacien (&2) sur la sphe re S2 est la suite [&k=k(k+1)]. La
multiplicite dk de chaque &k est telle que dk=O(k). On perturbe (&2) par
un certain potentiel scalaire V sur S2 . Le spectre de &2+V autour &k peut
se mettre sous la forme [&k++km] |m|k . Gurarie montre que +km admet le
comportement asymptotique:
+km=V \mk ++O(k&2), (2)
uniforme ment sur l’ensemble [m|m|k # [0, 1]], ou V est le transforme de
Radon de V sur S2 . On trouve dans [Gu2] une extension de ce re sultat a
la sphe re Sn . Pour une vision globale sur ce genre de proble me on peut
voir [Gu3]. Plus pre cise ment on montre le the ore me suivant.
The ore me 0.1. Pour 0<:<;<1 on a:
+n, m=
1
2? |
2?
0
V \1B - *n +
1
B
- *m cos t,
1
B
- *m sin t+ dt+0(*&sn )
(*n  ). (3)
uniforme ment sur l ’ensemble An .
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Comme corollaire du The ore me 0.1 on donne, d’une fac on directe le
comportement asymptotique, quand *n  +, des mesures de probabilite s
(1dn) en=1dn m # An $(x&*
s2
n +n, m) avec dn=Card An . Dans [Ta] on
trouve une e tude du comportement de ces mesures, dans le cas d’une perturba-
tion de H par un ope rateur pseudodiffe rentiel d’ordre strictement ne gatif, en
utilisant la me thode des traces [He; Ro].
Notre argument d’e tude est la me thode de moyennisation utilise e par
A. Weinstein [We]. Elle consiste a remplacer V dans L=H+V par la
moyenne.
V =
B
? |
?B
0
e&itHVe itH dt.
Il se trouve alors que, le spectre de L =H+V est tre s proche de celui
de L, L et L sont presque unitairement e quivalents et que [H, V ]=0.
On e tudie d’abord le spectre de L , puis on passe a celui de L. L’article
s’organise ainsi. Dans la premie re partie on e tudie les spectres de L et L et
on pre cise dans quel sens ils sont proches. La deuxie me partie est consacre e
a l’e tude du comportement asymptotique des +n, m quand *n tend vers
l’infini et les mesures (1dn) en .
Notations et Remarques
1 m\ (\ # [0, 1], m # R) de signe la classe des symboles associe e au poids
tempe re sur R4(x, !)  (1+|x|2+|!| 2)m2 [Rd]. Gm\ est la classe des
ope rateurs pseudodiffe rentiels (opd) correspondante. Pour tout ope rateur
A on note _A son symbole de Weyl complet et _(A) son spectre.
Il est a note que le re sultat de la premie re partie reste valable pour tout
potentiel scalaire non ne cessairement radial qui ve rifie (E2) et une estimation
(E$1) plus faible que (E1):
(E$1): {\k # N
2, il existe Ck>0 tel que
|V (k)(x)|Ck(x) &s&\k (\x # R2)
avec \ # [0, 1].
L’e tude du spectre de L est base e sur le calcul fonctionnel a plusieurs
variables des (opd) qui commutent [Ch]. On peut e tendre ce calcul, pour
l’oscillateur harmonique et l’ope rateur infinite simal de rotation, a une classe
plus large de fonctions; on peut alors avoir plus d’informations sur le spectre
de L. Nous espe rons de tailler ceci ulte rieurement.
Supposons que f admet le comportement asymptotique
f (x)=A |x|&s2+O( |x|&r) |x|  +
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avec A # R et r>s2 l’estimation (3) s’e crit:
+n, m=
A
(B2*n)s2
8 \*m*n ++O(*&inf(r, s)n ) *n  +.
ou 8 est l’inte grale elliptique 8(x)=12? 2?0 (1+x+2 - x cos t)&s2 dt.
1. SPECTRES DE L ET L
Le spectre de H est la suite des valeurs propres [*n=(2n+1) B]n0 .
Les espaces propres En associe s a ces valeurs propres sont tous de multi-
plicite infinie [AHS]. La base de chaque espace propre En est forme e des
fonctions [.n, m]m0 de finies en coordonne es complexes par [Sh]
.n, m(Z, Z )=
(&1)m+n
- ?m ! n ! \B2+
m+n+12
e(B4) ZZ
_\e (B2) ZZ 
m+n
Z m Zn
e&(B2) ZZ + . (4)
On introduit les ope rateurs auxiliaires suivants:
W(t)=e&itHVeitH, t # _0, ?B& ,
V =
B
? |
?B
0
W(t) dt,
(5)
0=&2+
B2
4
|x|2,
H =20&H.
Lemme 1.1. [H, V ]=0.
Preuve du Lemme 1.1.
dW
dt
(t)=iHW(t)+iW(t) H=i[W(t), H]
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d’ou
[H, V ]=&
iB
? |
?B
0
dW(t)
dt
} dt=
iB
? \W(0)&W \
?
B++ .
W(?B)=W(0) est une conse quence de l’e galite ei(?B) H=ei?idL2(R2) .
Lemme 1.2. L’ope rateur V appartient a G&s0 .
Preuve du Lemme 1.2. Le symbole de Weyl complet de l’ope rateur W(t)
est
_W(t)=Vo/t , (6)
[/t] est le flot hamiltonien associe au symbole de H.
Ceci est du^, d’une part, au fait que eitH appartient au groupe me taplec-
tique, et d’autre part, a l’invariance que posse de la quantification de Weyl
vis-a -vis de ce groupe [Ho], [Le]. Le symbole de Weyl complet de V
s’obtient en inte grant le symbole de W(t) par rapport a t.
_V =
B
? |
?B
0
Vo/t dt. (7)
Compte tenu de l’estimation (E1) et de l’expression matricielle de /t on a:
|:x
;
! _V |C:, ; |
?B
0
(A(x, !, t)) &s&|:|&|;| dt
C:, ; |
2?
0 _1+
|x| 2
2
+
2 |!|2
B2
+2 \ |x|
2
4
&
|!|2
B2 + cos t
+
2(x, !)
B
sin t&
&s&|:|&|;|2
dt. (8)
avec
A={
x1
2
+
!2
B
+\x12 &
!2
B + cos 2Bt+\
x2
2
+
!1
B + sin 2Bt
x2
2
&
!1
B
+\x22 +
!1
B + cos 2Bt&\
x1
2
&
!2
B + sin 2Bt.
Posons %=Arc cos( |x|24 & |!|2B2)- ( |x| 24 & |!|2B2)2 + (x, !)2B2.
L’estimation (8) s’e crit
61SPECTRE D’UN CHAMP MAGNE TIQUE
File: DISTL2 324206 . By:CV . Date:23:06:98 . Time:10:49 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2579 Signs: 1239 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
|:x
;
! _V |C:; |
2?
0 _1+
1
B2
(_H+_H )+
2
B2
- _H _H cos t&
&s&|:|&|;|2
dt.
C:; |
?2
0
[1+_H+_H &2 - _H _H cos t]&s&|:|&|;|2 dt.
C:;(1+_H+_H )&s2 |
?2
0
(1&cos t)&s2 dt.
C:;(1+|x| 2+|!|2)&s2.
Notons que ?20 (1&cos t)
&s2 dt< si s # [0, 1[.
De crivons maintenant le spectre de L . En tenant compte de (E2) on a:
_(L )/ .
n0
[*n&CB, *n+CB].
D’une part, V est un (opd ) d’ordre strictement ne gatif, donc compact
[Ro], et d’autre part, V commute avec H. Il s’ensuit alors que pour tout
n # N: on a
_(L ) & [*n&CB, *n+CB]=[*n++ n, m]m _ [*n+’ n, m]m (9)
ou [+n, m]m (resp. [’ n, m]m) est la suite des valeurs propres positives (resp.)
ne gatives) de l’ope rateur compact V |En .
Nous allons de crire le spectre de L, et pre ciser dans quel sens il est
proche de celui de L . Pour cela nous aurons besoin de:
Lemme 1.3. Il existe un ope rateur antisyme trique Q e le ment de G&s0 tel
que:
(a) eQLe&Q&L = 12[Q, V]+R,
(b) l ’ope rateur R0s est borne .
La preuve du Lemme 1.3. Est base e sur une extension du calcul
symbolique aux classes Gm0 (m # R). Notons que ce calcul n’est pas valable
dans ces classes.
Proposition 1.1. Soit A # Gm1 et (Bi) i # [1, ..., p] une famille d ’ope rateurs
telle que Bi # Gm10 .
(i) L’ope rateur AB1 # Gm+m10
(ii) [A, B1] # Gm+m1&10
(iii) B1 } } } Bp 0&m1+ } } } +mp2 est borne
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(iv) Supposons que le symbole de Weyl _A de A ve rifie: il existe C>0
tel que supp _A [(x, !)|!|2C|x| 2], alors l ’ope rateur VA # Gm&s1 .
La preuve de la Proposition 1.1 est assez longue. Elle sera de taille e en
appendice.
On peut maintenant montrer le Lemme 1.3. On prend l’ope rateur anti-
syme trique suivant
Q=
iB
? |
?B
0 \
?
B
&t+ W(t) dt. (10)
En proce dant comme dans le Lemme 1.2, on montre que Q # G&s0 . Pour
prouver le reste du lemme on a besoin d’une relation de commutation qui
est simple a e tablir.
[Q, H]=
iB
? |
?B
0 \
?
B
&t+ dW(t)dt } dt=V &V. (11)
On note A dQ } L=[Q, L]. L’e quation diffe rentielle:
{
dX(t)
dt
&[Q, X]
X(0)=L
a pour solution:
X(t)=etA dQ } L=etQLe&tQ.
On en de duit, en tenant compte de (11) que
R=
1
2 {[Q, V ]+
1
2
[Q, [Q, V]]=+ :n2
(A dQ)n
(n+1)
(V &V )+ :
n3
(A dQ)n
n
V.
(12)
De (iii) Proposition 1.1 et du fait que V # G00 , V # G
&s
0 et Q # G
&s
0 , on a:
&12[[Q, V]+ +[Q[A, V]]] 0
s&C
&(A dQ)n (V &V) } 0S&C &Q&n&2 \n2 (13)
&(A dQ)n V } 0s&C &Q&n&2 \n3.
Pour les deux dernie res ine galite s, il suffit d’utiliser l’identite
(A dQ)n } W= :
n
p=0
(&1)n& p Cnn Q
pWQn& p
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ou W est un ope rateur quelconque. On de duit alors de (12) et (13) que
R0s est borne .
La premie re information qu’on peut tirer du Lemme 1.3 est que l’ope rateur
(eQLe&Q&L ) est compact. En effet l’ope rateur (eQLe&Q&L ) 0s2 est borne et
0&s2 est compact. Comme V est compact, il re sulte du The ore me de Weyl
[Re; Si1] que:
_ess(L)=_ess(L )
=_ess(H)
=[*n]
ou _ess de signe le spectre essentiel. Il s’ensuit alors que:
_(L)=[*n] _ D
ou D est un ensemble de nombrable n’admettant pas de points d’accumula-
tions autres que les *n . Les e le ments de D sont les valeurs propres de
l’ope rateur L de multiplicite finie.
En tenant compte de (E2), on voit que
_(L).
n
[*n&CB, *n+CB].
En indexant les e le ments de D & [*n , *n+CB], selon leurs distances par
rapport a *n on a:
D & [*n , *n+CB]=[*n++n, m]m0
ou [un, m]m0 est une suite de croissante de nombres re els positifs qui ne
peut e ventuellement s’accumuler qu’en ze ro.
Pour les e le ments de D & [*n&CB, *n], on a:
D & [*n&CB, *n]=[*n+’n, m]m0 .
Dans ce sous-paragraphe, on s’inte resse a la comparaison des un, m et u n, m
avec *m*n<b1. Pour \>0 on pose:
P n=
1
2?i |1n, \ (L &*)
&1 d*, Pn=
1
2?i |1n, \ (L &*)
&1 d*
ou L =eQLe&Q et 1n, \=[*n&CB, *n+CB]_i[&\, \].
En, b de signe le sous-espace de En qui a pour base l’ensemble
[.n, m*m *nb]. Pn, b est l’ope rateur de projection sur En, b .
Montrons le lemme pre liminaire suivant.
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Lemme 1.4.
&P nPn, b&Pn, b&=O(*&sn ) (*n  +).
Preuve du Lemme 1.4. Remarquons d’abord que Pn Pn, b=Pn, b et que
l’ope rateur H donne par (5) se diagonalise suivant la base (4). On a pour
n # N
H .n, m=*m.n, m (\m # N). (14)
Soit / # C 0 (R), /#1 sur [0, b] et supp //[b&12, b+12].
De (14) on a:
/ \HH+ Pn, b=Pn, b . (15)
L’ope rateur /(H H) est de fini par le calcul fonctionnel des ope rateurs
auto-adjoints qui commutent [Ch].
Du Lemme 1.3 et de l’expression L =H+V , on a l’identite : pour * # 1n, \
(L &*)&1 Pn, b=(L &*)&1 Pn, b& 12 (L &*)
&1 [Q, V](H&*)&1 Pn, b
+ 12 (L &*)
&1 [Q, V](L &*)&1 V (H&*)&1 Pn, b
&(L &*)&1 R(L &*)&1 Pn, b (16)
En inte grant par rapport a *, on a:
&P nPn, b&Pn, b &C |
1n, p
&(L &*)&1 [Q, V](H&*)&1 Pn, b&
+&(L &*)&1 [Q, V](L &*)&1 V (H&*)&1 Pn, b&
+&(L &*)&1 R(L &*)&1 Pn, b& d*. (17)
0 commute avec H et V et il se diagonalise suivant la base (4). Son spectre
est la suite [ 12 (*n+*m)]n, m . D’apre s le Lemme 1.3 on a:
&(L &*)&1 R(L &*)&1 Pn, b&
C &(L &*)&1& &(L &*)&1& }&0&s|En, b &
C[dist(*, _(L ))]&1 } [dist(*, _(L ))]&1 *&sn . (18)
De (iii) Proposition 1.1 et du fait que V , Q # G&s0 et V # G
0
0 , les ope rateurs
V 0s2 et [Q, V] 0s2 sont borne s. On a alors
65SPECTRE D’UN CHAMP MAGNE TIQUE
File: DISTL2 324210 . By:CV . Date:23:06:98 . Time:10:49 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2483 Signs: 1046 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
&(L &*)&1 [Q, V](L &*)&1 V (H&*)&1 Pn, b&
C &(L &*)&1& }&(L &*)&1& &(H&*)&1& }&0&s2|En & }&0
&s2| En, b &
C[dist(*, _(L ))]&1 } [dist(*, _(L))]&L } [dist(*, _, (H))]&1 } *&sn .
(19)
De (15) et du fait que H commute avec H on a:
&(L &*)&1 [Q, V](H&*)&1 Pn, b&
="(L &*)&1 [Q, V] / \HH+ (H&*)&1 Pn, b". (20)
On s’occupe maintenant de la nature de l’ope rateur [Q, V] /(H H). On a
l’identite :
[Q, V] / \HH+=_Q, V/ \
H
H+&&V _Q, / \
H
H+& . (21)
D’apre s [Ch], /(H H) est un (opd ) qui appartient a G01 . Le support de
son symbole de Weyl est inclus dans [(x, !)|!|2C |x| 2]. La constante C
de pend de b. De (iv) et (ii) Proposition 1.1 on de duit que:
V/ \HH+ # G&s1 , _Q, / \
H
H+& # G&s&10 . (22)
De (21), (22), et (iii) Proposition 1.1 et du fait que s<1 on de duit que
l’ope rateur [Q, V] /(H H)0s est borne .
De (20) on a:
&(L &*)&1 [Q, V](H&*)&1 Pn, b&
C &(L &*)&1& &(H&*)&1& &0&s|En, b &
C[dist(_(M ), *)]&1 [dist(_(H), *)]&1_*&sn . (23)
De (17)(19), (23) et en faisant tendre \ vers l’infini on a:
&P nPn, b&Pn, b&=O(*&sn ).
Proposition 1.2.
+n, m=+ n, m+O(*&sn ) (*n  +)
uniforme ment sur l ’ensemble [m*m *nb<1].
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Preuve de la Proposition 1.2. Conside rons pour *=*n&B (*  _(L )
_ _(L)) les deux ope rateurs (L &*)&1 tildePm et (L &*)&1 Pn, b . De (16)
on de duit l’expression
(L &*)&1 P n VnPn, b=(L &*)&1 (P nPn, b&Pn, b)+(L &*)&1 Pn, b }
& 12 (L &*)
&1 [Q, V](H&*)&1 Pn, b
+ 12 (L &*)
&1 [Q, V](L &*)&1 V (H&*)&1 Pn, b
&(L&*)&1 R(L &*)&1 Pn, b } (24)
avec Vn=I+P n Pn, b&Pn, b
Les valeurs propres des ope rateurs (L &*)&1 P n et (L &*)&1 Pn qui sont
infe rieures a (*n&*)&1 sont donne es par le principe de mini-max [Ri; Si2].
En utilisant (17), (18), (23), (24) et en remarquant que Vn est bijectif pour
*n assez grand, on montre l’ine galite
|(+n, m+B)&1&(+ n, m+B)&1|C*&sn (*n  ) (25)
uniforme ment sur l’ensemble [m*m *n # [0, 1]]. Puisque les suites [+n, m]m
et [u n, m]m sont uniforme ment borne es, de (25) on a:
+n, m=+ n, m+O(*&sn ) (*n  )
avec *m *n # [0, b].
2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES + n, m
On s’inte resse au comportement asymptotique des + n, m quand *n tend
vers l’infini, uniforme ment sur l’ensemble [m # N*m*n # [:, ;]] avec 0<
:<;<1. Rappelons que [+ n, m] est la suite des valeurs propres positives
de l’ope rateur V |En . Soit 8 # C

0 (R) tel que 081, supp 8/[:2, 3;2]
et 8#1 sur [:, ;].
L’ope rateur 8(H H) appartient a G01 [Ch]. Il s’ensuit, en utilisant (i)
Proposition 1.1 que V 8(H H) appartient a G&s0 donc compact. Son
symbole de Weyl w est tel que.
w&_V 8 \_H_H+ # 1 &s&10 (R2) (26)
D’ou , en e crivant explicitement le symbole _V :
w&
1
2?
8 \_H_H+ |
2?
0
f _ 1B2 (_H+_H +2 - _H_H cos t)& dt # 1 &s&10 (R2)
(27)
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De plus on a: pour n # N
:n, m=+ n, m si
*m
*n
# [:, ;] (28)
ou [:n, m]m est la suite des valeurs propres de l’ope rateur compact
V 8(H H)|En .
On note
g(_H , _H )=
1
2?
8 \_H_H+ |
2?
0
f _ 1B2 (_H+_H +2 - _H_H cos t)& dt.
Par un calcul direct, on montre l’estimation \p, q # N
| px 
q
y g(x, y)|Cp, q(1+|x|+| y| )
&s2&( p+q). (29)
On en de duit que l’ope rateur g(H, H ) # G&s1 [Ch]. Son symbole de Weyl
{ est tel que:
{& g(_H , _H ) # 1 &s&11 (R
2). (30)
De (27), (30) et (i) Proposition 1.1 on a:
"\V 8 \HH+& g(H, H )+ 0s+12"C. (31)
De (28), (31) et le principe de mini-max on a:
+ n, m=
1
2? |
2?
0
V \1B - *n +
1
B
- *m cos t,
1
B
- *m sin t+ dt
+O(*&s&12n ) (*n  ) (32)
uniforme ment sur l’ensemble [m*m*n # [:, ;]].
De (32) et la Proposition 1.2 on obtient aise ment le the ore me principal.
Dans ce sous-paragraphe, on s’inte resse aux mesures de probabilite s
(1dn) en=(1dn) m # An $(x&*
s2
n +n, m) et a leur re partition limite, lorsque
*n tend vers l’infini, avec An=[m # N*m *n # [:, ;]] et dn=Card An .
En utilisant le The ore me 0.1 on obtient d’une fac on directe, un re sultat
semblable a celui obtenu par [We] et [Ta]. Pour simplifier l’e criture on
pose
;n, m=
1
2? |
2?
0
V \1B - *n +
1
B
- *m cos t,
1
B
- *m sin t+ dt.
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Lemma 2.1. Si F est une partie de C 0 (R) borne e pour la topologie C
1
alors
1
*n
(en , g)=
1
*n
:
m # An
g(*s2n ;n, m)+O(*
&s2
n ) (*n  )
uniforme ment sur F.
Preuve du Lemme 2.1. Notons d’abord que dn ve rifie l’estimation suivante:
dn=O(*n) (*n  ). (33)
En utilisant le The ore me 0.1 et le the ore me des accroissements finis on a:
pour g # F
} 1*n :m # An (g(*
s2
n +n, m)& g(*
s2
n ;n, m))}C dn*n } *&s2n .
Lemme 2.2.
1
*n
:
m # An
g(*s2n ;n, m)
=
1
2B |
;
:
g _ 12? *s2n |
2?
0
V \- *nB (1+x cos t, x sin t)+ dt& dx
+O(*&1n ) (*n  )
ou g # C 0 (R).
Preuve du Lemme 2.2. Il suffit de de composer l’intervalle [:, ;] en une
subdivision de pas e gal a 2B*n , puis e crire l’inte grale du deuxie me membre
de l’e galite sous forme d’une somme d’inte grales le long d’un pas de la
subdivision et utiliser le the ore me des accroissements finis.
Des deux Lemmes 2.1 et 2.2 on de duit le comportement:
1
*n
(en , g) =
1
2B |
;
:
g _ 12? *s2n |
2?
0
V \- *nB (1+x cos t, x sin t)+ dt& dx
+O(*&s2n )
=
B
2?2 |_H&1([1]) & [_H&1([:, ;])] g(*
s2
n _V (- *n x, - *n!))
_
dS
- 1+(B24)
+O(*&s2n ) (*n  +) (34)
ou dS est l’e le ment d’aire sur l’hypersurface _&1H ([1]).
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En prenant, dans (34) g#1 sur l’image de [:, ;] par l’application
x  (12?) *s2n 
2?
0 V(- *n B(1+x cos t, x sin t)) dt on a:
dn
*n
=
;&:
2B
+O(*&s2n ) (*n  +).
Il s’ensuit alors que:
1
dn
(en , g)=
1
;&: |
;
:
g _ 12? *s2n |
2?
0
V \- *nB (1+x cos t, x sin t)+ dt& dx
+O(*&s2n ) (*n  +).
APPENDICE
Preuve de la Proposition 1.1. (i) On proce de comme dans [Ro]
The ore me (II 30). On de signe par a le symbole de Weyl de A, et par b celui
de B1 . Le symbole de Weyl C de l’ope rateur AB1 est ([Ro] page 79 en
remplac ant la constante h par 1).
Pour (x, !) # R2_R2
c(x, !)=?&4 | e&2i((r, \)&(|, {) )a(x+|, \+!)
_b(x+r, {+!) d\ d{ dr d|. (35)
On commence par faire une trancature. Soit / # C 0 (R)/#1 sur [&1, 1]
et /#0 sur R"]&2, 2[. Pour =>0, posons:
|1, =(x, !, |, {, r, \)=/ _ |||
2+|\| 2+|r|2+|{| 2
=(1+|x|2+|!|2) & (36)
et |2, = 1&|1, = .
Enfin soit:
dj (x, !, |, {, r, \)=|j, =(x, !, |, {, r, \) a(x+|, \+!) b(x+r, {+!). (37)
Soit C (1) (resp. C (2)) l’inte grale obtenue comme dans (35) en remplac ant
l’amplitude par d1 (resp. d2).
E tude de C (2). Sur le support de d2 on a:
|||2+|\|2+|r|2+|{|22=(1+|x|2+|!|2).
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Par des inte grations par parties a l’aide de l’ope rateur
M= 12 ( |||
2+|\|2+|r| 2+|{|2)&1 \ :
2
j=1
&\j rj&r j\j+{j |j+| j{j+ .
On a: pour tout k # N
C (2)(x, !) # 1 m1+m&k
0
. (38)
E tude de C (1). On remarque que (|, {, r, \)  d1(x, !, |, {, r, \) est a
support compact pour tout (x, !) # R2_R2. Il re sulte de ([Ro] Proposi-
tion II 26 en remplac ant la constante h par 1) que: Pour tout N # N
C (1)(x, !)= :
N
j=0
Cj (x, !)+RN+1(x, !) (39)
avec
Cj (x, !)=
1
2 j
:
|:|+|;|= j
(&1) |;|
: ! ; !
:!
;
xa } 
;
! 
:
xb (40)
et
|RN+1(x, !)|CN &((| , {) &(r , \) )N+1 d1&H 5(R8) . (41)
Du fait que a # 1 m1 et b # 1
m1
0
on a: Pour tout jN
Cj # 1 m+m& j0 . (42)
E tudions le reste. De (41) on a:
|RN+1(x, !)|CN :
# # N8
|#| 5
&((| , {)&(r , \) )N+1 #|, {, r, pd1 &L2(R8)
CN(1+|x|2+|!|2)4 sup
[ |||2+|\|2+|r|2+|{|2=(1+|x|2+|!|2)]
|#|5
_|((| , {) &(r , \) )N+1 #|, {, r, \ d1 |. (43)
Pour |#|5 on a:
((| , {) &(r , \) )N+1 #|, {, r, \d1
=(N+1)! :
|:|+|;|=N+1
(&1) |;|
: ! ; !
;|
;
{ 
:
r 
:
\
#
|, {, r, \ d1 . (44)
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Puisque a ne de pend pas de ({, r) et b de (|, \) on a: Pour #=
(#1 , #2 , #3 , #4)
|;| 
;
{ 
:
r 
:
\
#
|, {, r, \ d1 | : |
i1
|
r1
\ a| } |
j1
{ 
k1
r b| } |
i1
|
j2
{ 
k2
r 
r2
\ |1, = |.
(45)
i1+i2=;+#1
ip;+#1
j1+j2=;+#2
jp;+#2
k1+k2=:+#3
kp:+#3
r1+r2=:+#4
rp:+#4
Pour = assez petit et sur le support de |1, = on a:
| i2|
j2
{ 
k2
r 
r2
\ |1, = |C(1+|x|
2+|!| 2)&12( |i2|+| j2|+|k2|+|r2| ) (46)
et il existe des constantes positives c, c$, C et C$ tel que
c(1+|x|2+|!| 2)12(1+|x+|| 2+|\+!|2)12
{ C(1+|x|2+|!|2)12, (47)c$(1+|x|2+|!| 2)12(1+|x+r| 2+|{+!|2)12C$(1+|x|2+|!|2)12.
De (45)(47) et du fait que a # 1 m1 et b # 1
m1
0
on a:
|;|
;
{ 
:
r 
:
\
#
|, {, r, \ d1 |C(1+|x|
2+|!| 2)m1+m2
_: (1+|x|2+|!|2)&|i1|+|r1|+|i2|+| j2|+|r2|+|k2|2
(48)
or
|i1 |+|r1 |+|i2 |+| j2 |+|r2 |+|k2 |=N+1+|#1 |+|#4 |+| j2 |+|k2 |.
Il s’ensuit alors que:
|;| 
;
{ 
:
r 
:
\
#
|, {, r, \ d1 |C(1+|x|
2+|!| 2)m1+m&(N&1)2. (49)
De (44) et (49) on a:
|((| , {)&(r , \) )N+1 #|, {, r, \ d1 |C(1+|x|
2+|!| 2)m1+m&(N+1)2.
(50)
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De (43) et (50), on de duit l’estimation suivante du reste RN+1
|RN+1(x, !)|C(1+|x| 2+|!|2)m1+m&(N+1)+82. (51)
On obtient le me^me type d’estimation pour :x
;
! RN+1 .
Le reste du symbole C est:
$N+1(x, !)=RN+1(x, !)+C (2)(x, !). (52)
Pour obtenir l’estimation sur $N+1 , on utilise (38), (51) et (52) et en
poussant le de veloppement un peu plus, c’est-a -dire en e crivant:
$N+1(x, !)=CN+1+ } } } +CN+k+$N+1+k
et en choisissant k8, on a alors
$N+1 # 1 m1+m&(N+1)0 .
(ii) Est une conse quence de (i) (le crochet de Poisson [a, b] # 1 m1+m&10 ).
(iii) Il suffit de faire la de monstration pour p=2. Notons d’abord
que 0 # G21 .
B1B2 0&m1+m2 2=B10&m1 2 } 0m12B20&m1+m2 2
D’apre s (i) l’ope rateur B10&m1 2 # G00 (0
&m1 2 # G&m1
1
) et d’apre s le
The ore me de Calderon Vellancourt [Ro] B10&m1 2 est borne . De me^me
l’ope rateur B20&m1+m22 # G&m1 20 donc 0
m1 2 } (B0&m1+m22) # G00 .
(iv) On fait une de monstration analogue a celle de (i). Dans ce cas
l’expression (45) s’e crit:
|;| 
;
{ 
:
r 
:
\
#
|, {, r, \ d1 |
 :
r1+r2=:+#4
i1+i2=;+#1
k1+k2=;+#3
| i1| 
r1
\ a| } |
k1
r V(x+r)| } |
i2
| 
;+#2
{ 
k2
r 
r2
\ |1, = |. (53)
Pour = assez petit et sur le support de |1, = on a:
| i2| 
;+#2
{ 
k2
r 
r2
\ |1, = |C(1+|x|
2+|!|2)&12( |i1|+|;|+|#2|+|k2|+|r2| )
et il existe deux constantes positives C et t telles que:
|!+\|2C |x+||2 O |!|2t( |x|2+1). (54)
(54) entra@^ne que
C(1+|x|2+|!| 2)1+|x+r|2.
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De (53), (47), (46) et (54) on a:
|;| 
;
{ 
:
\
:
r 
#
|, {, r, \ d1 |C(1+|x|
2+|!| 2)m&s&(|:|+|;| )2.
On conclut alors de la me^me fac on que dans (i).
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